© COPYRIGHT BY FABRIZIO SERRA EDITORE, PISA - ROMA

Spigolature astronomiche*

A cura di Annibale D’Ercole

INAF - Osservatorio di astrofisica e scienza dello spazio di Bologna (0as)

Teoria delle code

Annibale D’Ercole

IL tempo che la popolazione trascorre in coda €
veramente notevole: uno studio effettuato nel
2018 dall'istat ha evidenziato come ogni anno gli
italiani passino in media circa 400 ore (16 giorni) in
fila davanti a qualche sportello (di banca, di posta,
di una asv) o in qualche negozio! Questo, oltre a
portare stress, frustrazione e nervosismo, si tradu-
ce in una perdita economica di oltre 40 miliardi di
euro dovuta alla mancanza di operativita delle per-
sone in attesa. Al di la delle singole esperienze quo-
tidiane, le code sono presenti in vari tipi di indu-
stria.’ Non stupisce, quindi, che si sia presentata ad
un certo punto la necessita di studiare i meccanismi
di sistemi di coda — anche molto complessi — in
modo da poterli ottimizzare, ossia ridurre i tempi
di attesa e incrementare il rendimento economico
(come vedremo).

La teoria delle code ¢ pit complicata di quanto si
possa pensare di primo acchito, sia concettualmente
che matematicamente. La sua origine risale all'ini-
zio del secolo scorso quando Agner Krarup Erlang
(1878-1929), ingegnere danese della Compagnia dei
telefoni di Copenaghen, pubblico un primo lavoro
su tale materia nel 1909. Egli era interessato a deter-
minare il numero di circuiti e centralinisti necessa-
rio per ottenere un accettabile attesa da parte degli
utenti. La sua analisi, culminata in un articolo del
1920 intitolato Tempi di attesa telefonici, descrive i pri-
mi modelli di coda ed ¢ alla base della teoria delle

* Questa rubrica — iniziata nel 1999 e che ha raggiunto quasi i
100 numeri — si propone di presentare in modo sintetico e, per
quanto possibile, autoconsistente argomenti che stanno alla base
della conoscenza astronomica, spesso trascurati nella letteratura
divulgativa, in quanto ritenuti di conoscenza generale oppure
troppo difficili o troppo noiosi da presentare a un pubblico non
specialistico. Questi “fondamenti di astronomia”, volutamente
trattati in uno spazio limitato, possono essere letti a due livelli;
eventuali approfondimenti per i lettori che desiderino ampliare la
conoscenza dell’argomento vengono esposti in carattere corsivo e
incorniciati. Si suggerisce questa rubrica, quindi, a studenti dei va-
ri tipi e livelli di scuole. Le Spigolature astronomiche si possono tro-
vare anche in rete, nel sito Web del «Giornale di Astronomia»,
http:// giornaleastronomia.difa.unibo.it/ giornale.html.

! Tra questi ricordiamo il commercio, le Telecomunicazioni, i
trasporti, le banche e la Finanza, il calcolo informatico, la logistica.

code. L'unita internazionale di traffico telefonico
stata battezzata erlang in suo onore.?

La teoria delle code ¢ uno studio matematico del-
la formazione, gestione e congestione delle code di
attesa. Nonostante la complessita dell’aspetto mate-
matico, il “nocciolo” della teoria ¢ alquanto sempli-
ce ed ¢ composto da due parti:

1. qualcuno o qualcosa che richiede un servizio
detto in genere utente o richiedente;

2. qualcuno o qualcosa che rilascia il servizio e che
indicheremo nel seguito con il generico termine
di servente.

A scopo illustrativo diamo due esempi. Nel primo
consideriamo la fila che si forma allo sportello di
una banca: gli utenti sono le persone che intendono
versare o ritirare denaro mentre il cassiere ¢ il ser-
vente (un esempio del tutto analogo ¢ dato dalla co-
da davanti ad un atm).? Il secondo esempio ¢ dato
da una coda costituita da documenti elettronici in-
dirizzati a una stampante: gli utenti sono coloro che
li hanno inviati mentre la stampante ¢ il servente. La
F1G. 1 rappresenta un possibile tipo di coda con piu
serventi (la rincontreremo piu tardi).

La teoria delle code analizza I'intero sistema di at-
tesa che comprende la frequenga media di arrivo A dei
clienti (il numero di clienti che giungono nell’unita
di tempo, p.e. numero di clienti/ora che entrano in
un negozio), la frequenga media di effettuagione del ser-
vigio u (il numero di clienti serviti nell'unita di tem-
po, p.e. numero di clienti/ora), la capacita media L
del sistema che indica il numero totale di utenti
(considerando sia gli utenti in coda sia quelli che
stanno beneficiando del servizio), il numero dei ser-
venti m, il tempo medio W di attesa totale del singolo
utente all'interno del sistema, la disciplina della coda
(quest’ultima si riferisce alle regole della coda; ve ne
sono diverse, noi ne riportiamo tre nella TABELLA 1).

? L'erlang (E) ¢ adimensionale e rappresenta I'intensita di occu-
pazione nell'unita di tempo. Ad esempio: se un utente parla al te-
lefono per 50 minuti in un’ora esso avra sviluppato 50/60 = 0,833
erlang in quell’ora.

? atM ¢ l'acronimo di automated teller machine, ossia lo “sportel-
lo automatico” che permette di effettuare operazioni bancarie.
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F1G. 1. Rappresentazione schematica di un sistema di coda. 1 ri-
quadro rosso evidenzia la coda composta da L, utenti (omini az-
zurri) mentre il riquadro azzurro comprende tutti gli L utenti,
quelli in coda e quelli alle prese con i serventi (omini gialli). Il si-
stema nel suo complesso comprende sia gli utenti che i serventi.

E necessario sottolineare che per poter trattare
una coda ¢ necessario che quest’ultima sia stabile, os-
sia che venga verificata la condizione 4 < y; in altre
parole, il ritmo con cui si aggiungono clienti alla fila
alla cassa di un negozio deve essere inferiore al ritmo
con cui il cassiere “smaltisce” i clienti.* In verita I'in-
tuizione suggerirebbe che non ci dovrebbe essere al-
cuna fila visto che il cliente alla cassa viene servito
prima che ne sopraggiunga un altro. Il paradosso de-
riva dal fatto che utilizziamo valori medi per 4 e u;
in realta una fila pu6é ugualmente formarsi dal
momento che il tempo di interarrivo (ossia il tempo
che intercorre tra I'arrivo di un cliente e il successi-
vo) € casuale e puo accadere che occasionalmente il
tasso di arrivo superi quello di servizio. Lo stesso
discorso vale per il servizio al cliente (alcuni pagano
rapidamente con carta di credito, altri piu lenta-
mente in contanti e in attesa di un eventuale resto).
Riprenderemo questo punto nel livello avanzato.

Se per studiare sistemi molto complessi ¢ neces-
sario ricorrere all’utilizzo del calcolatore, esiste
un’equazione tanto semplice quanto potente in gra-
do di analizzare un sistema di code e di dare una pri-
ma rapida risposta alla richiesta di ottimizzazione
del sistema, ossia di minimizzazione dei tempi di at-
tesa. Si tratta della legge di Little® che collega tra loro
la capacita media di un sistema (L), il tempo medio
speso nel sistema (W) e la frequenza media degli ar-
rivi (1), senza la necessita di conoscere il numero di
serventi, la disciplina della coda, o qualunque altra
caratteristica. Come vedremo nel livello avanzato,
questa legge vale non solo per un intero sistema ma

“ In caso contrario la coda ¢ instabile e tende a crescere all'infi-
nito creando un ingorgo nel negozio.

° Lalegge ¢ stata formulata dal fisico statunitense John Little
(1929-2024) mentre era impegnato presso la General Electric per la
soluzione di problemi di controllo del traffico dei segnali nell’am-
bito dei problemi decisionali tesi ad ottimizzare determinate tecni-
che in campo industriale per massimizzare profitti ed efficienza e
minimizzare costi, rischi e perdite.
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F16. 2. La figura illustra schematicamente i diversi sistemi di coda
elencati in TABELLA 2.

anche per suoi sottosistemi. Inoltre, essa ¢ valida in-
dipendentemente dal fatto che gli intervalli tempo-
rali tra un arrivo e il successivo o tra un servizio e
I'altro siano distribuiti in maniera erratica oppure
uniforme o seguano una qualche particolare distri-
buzione statistica (si veda il livello avanzato).

La formula di Little ¢ alquanto semplice:

L=AW. (1)

“Tradotto” in parole questo significa che il numero
medio di utenti presenti nel sistema ¢ dato dal nu-
mero medio di utenti che arrivano nell'unita di tem-
po moltiplicato per il tempo medio di attesa di un
singolo utente.

Come abbiamo detto, la formula vale anche per
sottosistemi. Consideriamo una fila in banca servita
da uno o piu sportelli. Escludendo dal numero tota-
le L di utenti quelli che vengono serviti (cioé quelli
alle prese con i cassieri), ne rimangono L, che com-
pongono la fila (F1G. 1); anche in questo caso vale la
formula

L,=AW, (2)

dove W, ¢ il tempo di attesa dovuto unicamente alla
coda, escludendo il tempo speso mentre si & serviti
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TABELLA 1

DISCIPLINA DELLA CODA

ESEMPI

FIEO / FCES
“first-in, first-out” / “first-come, first-served”

E la disciplina piu diffusa. I clienti vengono serviti in ordine di
arrivo, come capita in un bar, o per l'utilizzo di un atm, ecc.

LIFO/LCES
“last-in, first-out” / “last-come, first-served”

Data una pila di piatti appena lavati, I'ultimo aggiunto viene pre-
levato per primo. Nel riempire un furgone di un trasportatore,
generalmente l'ultimo oggetto caricato ¢ il primo ad essere sca-
ricato in maniera da ottimizzare il percorso.

SIRO
“service in random order”

Questa disciplina ¢ basata sull’ordine delle priorita, tipica dei
pronto soccorso.

TaBeLLA 2 (vedi FiG. 2)

SISTEMA DI CODA

ESEMPI

Servente singolo, coda singola

Gli utenti sono disposti in un'unica fila con un unico servente. E
quello che accade per gli utenti in coda davanti ad un aTm.

Servente singolo, code multiple

Gli utenti sono disposti in piu file, ciascuna servita da un unico
servente: gli utenti attendono ogni volta per ciascuna fila. In un
ambulatorio I'utente attende in una prima fase alla reception e in
una seconda fase per la visita.

Serventi multipli, coda singola

Gli utenti attendono in un'unica fila con piti serventi a disposizio-
ne; ogni utente aspetta solo una volta e si rivolge al primo serven-
te che si rende disponibile. E il caso della fila in banca dove sono
presenti pitt sportelli. E anche il caso in Fi6. 1.

Serventi multipli, code multiple

Gli utenti attendono in piu file e sono serviti dal primo servente
disponibile di ciascuna fila. In un fast-food con piu file i clienti in
una prima fase attendono di ordinare a una delle casse, c’¢ poi
una seconda fase in cui i clienti si mettono in fila aspettando che
alcuni addetti preparino quanto ordinato, e infine c’¢ una terza
fase in cui diversi inservienti impacchettano e consegnano il pa-
sto ai clienti in attesa in quest’ultima fila.

(questa distinzione ha la sua importanza, come ve-
dremo nel livello avanzato).

Prima di proseguire ¢ necessario sottolineare che
la legge di Little ¢ valida in caso stagionario, cioe
quando il tasso in ingresso nella coda ¢ pari al tasso
in uscita:

A=12 =1

entrata uscita*

In altri termini, la formula di Little esprime una leg-
ge di conservazione in quanto gli elementi che en-
trano nella coda devono essere pari a quelli che ne
escono.

Per quanto I'eq. (1) sembri talmente semplice da
apparire quasi banale, essa permette di gestire situa-
zioni diverse a seconda dell'informazione che vo-
gliamo ottenere. Diamo qui di seguito tre semplici
esempi considerando un sistema composto da una
singola coda F1FoO (first-in, first-out).

Nel primo esempio, immaginiamo un seggio
elettorale in cui vengono “smaltiti” in media 50 elet-
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tori ogni ora e supponiamo che ogni cittadino atten-
da 10 minuti dal momento in cui arriva a quello in
cui esce dal seggio. Ci chiediamo quanto valga L, os-
sia quante persone siano presenti nel seggio (scru-
tatori esclusi). Abbiamo 4 = 50 (votanti ogni ora) e
W = 1/6 il tempo di attesa (in ore): dall’eq. (1) ci
aspettiamo che la coda sia composta mediamente
da L =4 W = 8-9 persone.

Supponiamo ora di essere in coda in un caffe
aspettando di essere serviti e vogliamo stimare il
tempo di attesa. Assumiamo che ci siano L = 15 av-
ventori presenti, e che entrino (ed escano, per quan-
to detto piu sopra sulla stazionarietd) 4 = 2 persone
ogni minuto. Dalla eq. (1) abbiamo W = L/4 = 75
minuti.

Ipotizziamo adesso che I'ufficio prestiti di una
banca impieghi mediamente 6 giorni per espletare
una pratica e che 100 pratiche in diversi stadi di
elaborazione siano in attesa di essere completate. Ci
chiediamo quante pratiche vengono perfezionate
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F1G. 3. Minimizzazione del costo di un sistema di code. Con riferi-
mento all’esempio del negozio dato nel testo, in ascissa abbiamo
il numero di cassieri e in ordinata i costi. La linea rossa rappresenta
il costo di attesa e quella blu il costo del servizio: quest’ultimo au-
menta al crescere dei cassieri, mentre il primo diminuisce per il di-
minuire del tempo di attesa (si veda il testo). La curva tratteggiata
rappresenta il costo totale dovuto alla somma dei due precedenti:
il suo punto piti basso individua (segmento tratteggiato) il numero
ottimale di cassieri per ridurre i costi.

ogni mese. In questo caso abbiamo L = 100 e W =
6/30 = 0,2 mesi; di conseguenza vengono comple-
tate A = L/ W = 500 pratiche al mese.

Ma la legge di Little, nella sua semplicita, ¢ estre-
mamente versatile e si rivela utile nei processi di ot-
timizzazione come quello, preso come esempio dal-
I’ambito militare, che ci accingiamo a descrivere.
Consideriamo i costosissimi 19 bombardieri statuni-
tensi B-2 in grado di risultare (quasi) “invisibili” ai
radar. La loro complessita richiede una manuten-
zione frequente che puo durare un lasso di tempo
W variabile dai 18 ai 45 giorni. La legge di Little ci
aiuta a bilanciare al meglio il numero degli aerei
operativi e di quelli in manutenzione. In base al-
I’analisi dei piani di volo, risulta che ad ogni istante
sono mediamente in manutenzione L = 3 bombar-
dieri e che ogni B-2 entra in manutenzione circa
ogni 7 giorni, ossia 4 = 1/7. Dall’eq. (1) otteniamo
allora W = L/ = 21 giorni. Questo ¢ dunque il nu-
mero ottimale di giorni di manutenzione per conci-
liare il numero di aerei operativi con i piani di volo
regolari.

Quello appena descritto ¢ un esempio alquanto
semplice di ottimizzazione. In generale, scopo di
una buona progettazione di un sistema di code ¢
quello di minimizzare i costi. Questi sono di due ti-
pi: il costo di attesa e il costo di servigio. Nell'esempio
gia visto in precedenza della fila alla cassa di un ne-
gozio il costo di attesa ¢ dovuto al numero di clienti
che, scoraggiati dalla lunghezza della fila, rinuncia-
no all’acquisto e vanno via; il costo di servizio ¢ dato
(per semplificare) dal costo del cassiere. Natural-
mente, ¢ possibile aumentare il numero di cassieri
riducendo i tempi di attesa e la “fuga” dei clienti im-
pazienti, ma il costo del servizio aumenta per il
maggior numero di stipendi per i cassieri. Scopo
dell'ingegnere della coda (il matematico che si occu-
pa della teoria delle code) ¢ quello di minimizzare i
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costi (senza ridurre i guadagni), come illustrato in
F1G. 3. Ne riparleremo nel livello avanzato.

La teoria delle code si occupa anche (e soprattut-
to) di casi ben piti complessi di quelli qui considera-
ti.® Noi abbiamo sorvolato a volo d'uccello la super-
ficie della teoria; nel livello avanzato daremo una
grattatina a tale superficie per intravvedere cosa c’e
sotto, ma senza alcuna velleita di “scavare”.

In questo livello cercheremo di capire meglio il
fungionamento di una coda in base ad alcune sue
grandezze dette indici di prestazione (p.e. L, L,
W, W,). Nel livello base abbiamo accennato al fatto
cheitassidiarrivo e di servigio in una codavariano
in maniera casuale in base ad una qualche distri-
bugione di probabilitd. La relagione tra le stati-
stiche degli arrivi e dei servigi e gli indici di presta-
gione si basa su modelli matematici alquanto
complessi che non ¢ possibile riportare in questa
sede. Riteniamo tuttavia istruttivo illustrare ugual-
mente i rudimenti statistici alla base della teoria
delle code. I lettore non interessato puo saltare gli
argomenti esposti nei prossimi quattro paragrafi e
passare direttamente agli indici di prestagione.

La distribugione di probabilitd che in genere si
verifica per gli arrivi é quella di Poisson” (detta
poissoniana) che calcola la probabilita P(n) di
realigzagione din eventiin un intervallo temporale
di prefissata durata T:®

()\T)n -AT (3)

Pmy=""p ",

dove A éil tasso medio di arrivi e il punto esclama-
tivo indica il numero fattoriale.”

A titolo di esempio riportiamo uno studio della
NASA secondo cui asteroidi piu grandi di 1 km
colpiscono la Terra mediamente una volta ogni

¢ In una fabbrica di automobili vi sono diverse code. Ad esem-
pio, c’¢ ne una che indirizza le scocche al reparto verniciatura,
mentre in un’altra (una catena di montaggio) le scocche vengono
“arredate” man mano che avanzano. C’¢ poi un’altra catena di
montaggio (tra le tante che qui trascuriamo) dove vengono assem-
blati i motori. E necessario che tutte queste code siano coordinate
al meglio evitando la presenza di “colli di bottiglia”, ossia la
presenza anche di una sola coda progettata male che rallenti la
produzione di tutta la fabbrica. Un altro esempio di complessita ¢
dato da un incrocio particolarmente complicato verso cui conver-
gono numerose strade, ognuna con un flusso automobilistico di-
verso. In questo caso ¢ necessario calcolare il tempo di permanen-
za del verde per ogni semaforo in modo da ridurre il tempo di
attesa generale evitando la formazione di ingorghi.

7 Senza soffermarci sul perché, diciamo qui che la distribuzione
di Poisson si riscontra spesso in natura e descrive bene la statistica
di eventi discreti tra i pitt disparati, dalla probabilita che in un pre-
fissato intervallo di tempo un atomo radioattivo decada alla pro-
babilita che una lampadina si fulmini.

8 Questa formula venne proposta dal matematico e fisico fran-
cese Siméon-Denise Poisson (1781-1840) e verificata dall’economi-
sta e statistico russo Ladislaus Bortkiewicz (1868-1931) analizzando
i dati sugli incidenti mortali da cavallo presso i 14 reparti della
cavalleria prussiana nell’arco di 20 anni.

® nl=1x2x3x...x(n—1)xn. Ad esempio, 5! =1x2x3x4x5 =
120. Per definizione, 0! = 1.
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F1G. 4.a) Distribuzione di Poisson (la cui formula ¢ riportata
in figura) illustrata tramite un istogramma. In ascissa
abbiamo il numero di eventi che possono realizzarsi (in un
intervallo di tempo prefissato T). In questo particolare
esempio abbiamo AT = 1,6, con riferimento al caso discusso
nel testo in cui 'evento ¢ rappresentato dalla caduta di un
meteorite con 4 = 1. Ogni barra & centrata in ascissa ad un
numero n di eventi, mentre la sua altezza ¢ pari alla proba-
bilita [calcolata mediante I'eq. (3)] che questo numero si ve-
rifichi. Dal momento che la larghezza di una barra ¢ pari a
1,1'area della barra indica proprio la probabilita di n. La bar-
ra colorata in verde che indica la probabilita che si realizzino
3 eventi evidenzia questo punto; b) Dal momento che un
possibile valore di n (compreso n = 0, ossia nessun evento)
deve necessariamente verificarsi, lasomma di tuttii P(n), os-
sial’area totale dell'istogramma, deve essere paria 1. Pertan-
to, se vogliamo sapere qual &, p.e., la probabilita che si veri-
fichino pit di 3 eventi [P (> 3)], dobbiamo calcolare I'area
arancione, mentrel'area verde P(<3) =1—P(>3)cidalapro-
babilita che si verifichino non pit di 3 eventi (si veda il testo).

Myr'® (A = 1, utiliggzando come unitd di misura
temporale il milione di anni). Consideriamo un
lasso di tempo T = 1,6 Myr (AT = 1,6). Mediante
la poissoniana definita dall’eq. (3) (e illustrata in
F1G. 4) possiamo calcolare le quantita

P(0) ~ 0,20, P (1) ~ 0,32, P(2) ~ 0,26,
P (3)~0,14, P(4) ~ 0,06, P (5) = 0,02

f(t) = Ae™

0 te

F1G. 5. La distribuzione esponenziale delle probabilita dei
tempi di interarrivo (la cui formula ¢ riportata in figura) ¢
rappresentata dalla linea blu che si estende (teoricamente)
fino at = co. In base a semplici nozioni di calcolo integrale,
Iintera area delimitata dalla linea blu e 'ascissa risulta es-
sere pari a 1. D’altra parte ¢ assolutamente certo che prima
o poi si verifichi un evento successivo al precedente (a par-
tire dal quale viene calcolato il tempo indicato in ascissa);
pertanto, la probabilita di realizzazione di quest’ultimo
evento vale 1. La coincidenza numerica tra area e probabi-
lita non ¢ casuale perché, come abbiamo visto in F1G. 4, il
collegamento tra queste due grandezze scaturisce quando
abbiamo a che fare con distribuzioni di probabilita (espo-
nenziale in questa figura, poissoniana nella F1G. 4). Possia-
mo allora fissare un tempo tg e calcolare la probabilita che
I'evento accada a tempi superiori a questo. Per quanto det-
to, tale probabilita ¢ data dalla regione bianca dell’area to-
tale e vale e*'s; pertanto P (t > t5) = e™*=. Naturalmente, la
probabilita che I'evento si verifichi entro t; ¢ data dall’area
grigia che si ottiene sottraendo I'area bianca da quella to-
tale: P (s tp) =1—¢e ™.

che rappresentano, rispettivamente, le probabilitd
che in 1,6 Myr avvengano 0 oppure 102030405
impatti. Sinoti che la somma delle varie probabili-
td si avvicina ad 1 allaumentare del numero di
eventi n; questo ¢ abbastanga intuitivo perché é
certo (probabilitd pari a 1) che un qualche valore di
n (compreso n = 0) deve verificarsi nellintervallo
di tempo prefissato. Possiamo quindi facilmente
calcolare, p.e., qual é la probabilitd che si verifichi-
no pin di tre impatti sottraendo alla somma di tutte
le probabilita le probabilitd per

n=0,1,2, 3:
P(>3)=1-P(0)-P(1)—P(2)-P(3) = 0,08;

pertanto, la probabilita che in 1,6 Myr si verifichino
pindizimpatti é pari all’8%. Naturalmente la pro-
babilita che avvengano al massimo tre impatti é pa-
ria P(<3)~1-0,08 = 0,92, ossia P (<3) = 92%.

Ovviamente, un impatto ogni Myr é una media;
in realtd si puo dimostrare (ma noi non lo faremo)
che i tempi di interarrivo (ossia i tempi tra due
eventi consecutivi) legati ad una poissoniana han-
no una distribugione probabilistica esponengiale
negativa (F1aG. 5):

19" Per brevita, utilizziamo 'acronimo inglese Myr per indicare
il milione di anni.

Giornale di Astronomia, 2025, 3

Per uso strettamente personale dell’autore. E proibita la riproduzione e la pubblicazione in open access.
For author’s personal use only. Any copy or publication in open access is forbidden.



© COPYRIGHT BY FABRIZIO SERRA EDITORE, PISA - ROMA

fH)=2e* (4)

Possiamo allora chiederci qual é la probabilitd
che il successivo impatto avvenga dopo un’attesa
dal precedente maggiore di, p.e., 0,8 Myr Da
quanto discusso nella didascalia di F1G. 5 abbiamo
P (t>0,8) = e** ~ 0,45, 0ssia 45%. La probabilitd
che invece Uimpatto avvenga dopo un’attesa
inferiore o pari a 0,8 Myr é ovviamente P (t < 0,8)
=1-¢e%%~ 0,55, ossia 55%.

In conclusione, Ueq. (3) conta il numero di eventi
discreti in un intervallo temporale definito, mentre
Ueq. (4) misura il tempo di attesa tra due eventi
successivi. Quanto detto per Uesempio dell’asteroi-
de vale anche per il numero di entrate in una fila
(con tasso medio 4) e per il numero di servigi (con
tasso medio ).

Veniamo finalmente agli indici di prestagione
che descrivono le caratteristiche di un sistema di co-
da. Essi dipendono essengialmente da tre parame-
tri che qui riassumiamo:

A = numero medio di arrivi in un determinato
intervallo di tempo;

@ = numero medio di utenti serviti nello stesso
intervallo di tempo;

m = numero di serventi.

Riportiamo ora solo alcuni degli indici di pre-
stagione (quelli utili per gli esempi che daremo)
derivanti dallo studio del sistema pin semplice,
caratterigzato da una sola coda FIFO stabile e
stagionaria (ossia A < u, come abbiamo visto nel
livello base) e da un unico servente (m = 1):

1) Il numero L medio di utenti nel sistema

A
L=0 00
2) Il numero medio L, di utenti in coda che atten-

dono di giungere al servente per essere serviti

_, A
L=L-

3) Il tempo medio W che un utente spende nel si-
stema

=L.
W=

4) Iltempo medio W, che un utente spende aspet-
tando nella coda L,
L
W=7
La prima equagione, malgrado la sua semplicita,
deriva, come detto, da una matematica alquanto

complessa che riposa sul tipo di statistica in atto
(poissoniana nel nostro caso) ed ¢ fondamentale

per la comprensione delle prestagioni di una coda
con servente singolo. La seconda equagione é
piuttosto intuitiva. Essendo u il tasso medio di
servigio per singolo servente, 1/ u é il tempo medio
per servire il singolo utente. Se gli utenti arrivano
ad un tasso A e ciascuno di essi necessita di un
tempo 1/ u per essere servito, mediamente abbiamo
Ax(1/u) = A/ u utenti che vengono serviti e vanno
sottratti alla totalitd degli utenti nel sistema per
ottenere quelli in attesa in coda. Le ultime due
equagioni sono sostangialmente Uespressione della
legge di Little che, ricordiamo, si applica sia a tutto
il sistema (L) che ad una sua parte (L).

Chiariamo con un esempio pratico Uutilitd delle
formule appena elencate e la loro efficacia nel mi-
gliorare il sistema di code a fini economici. Imma-
giniamo che un gestore di un’officina abbia alle sue
dipendenge un meccanico (il servente) in grado di
istallare 3 marmitte in 1 ora e che i clienti giungano
ad un tasso di 2 in un ora. Abbiamo dunque:

A = 2 automobili in arrivo ogni ora;
W = 3 automobili sistemate ogni ora;
m = 1 meccanico.

In base alle equagioni precedenti abbiamo allora:

L = 2 auto presenti mediamente nel sistema;
L, = 1,33 auto mediamente in fila in attesa di
essere servite;
= 1 ora spesa mediamente da una auto nel

w
sistema;

W, = 2/3diora spesa mediamente da una auto in
attesa di essere servita.

Immaginiamo ora che il nostro gestore voglia otti-
miggare il sistema per incrementare i guadagni.
Come abbiamo accennato nel livello base, vi sono
due tipi di costi nel sistema: il costo di servigio e il
costo di attesa dovuto al numero di clienti insoffe-
renti che rinunciano a mettersi in fila o la abban-
donano prima di giungere ad usufruire del servi-
gio. Il primo & dato da mCg dove Cg € il costo orario
di un singolo servente. Il costo di attesa orario si
esprime mediante la formula AW Cy,, ossia il co-
sto di attesa per unita di tempo di un singolo clien-
te Cy, moltiplicato per il tempo di attesa e per il
numero di arrivi per unitd di tempo.'* Pertanto, il
costo totale ¢ mCg + AW, Cy,. Ipotizzando ap-
prossimativamente Cy, = 50 euro/ora e un costo
del meccanico di Cg = 15 euro/ora, si ottiene un
costo di attesa giornaliero (8 ore lavorative) pari a
8x2x(2/3) x50 ~ 533 euro, mentre quello del mec-
canico é 15 x8 = 120 euro. Pertanto il costo totale
del sistema é di ~ 653 euro giornalieri.

Per migliorare il sistema, il gestore dell’officina
pensa di sostituire il meccanico con un altro piu

111 costo di attesa potrebbe essere dato anche da AWCy, ma ¢
irragionevole che un cliente abbandoni il sistema quando ha
ormai raggiunto I'agognato servente.
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veloce, capace di istallare 4 marmitte in un’ora.
Avremo pertanto

A =2
=4
m=1

da cui otteniamo:

L =1

Lq = 05
W = o5
W. = o,25.

q
Il costo orario di attesa rimane di 50 euro e quello
giornaliero diventa 8 x2x 0,25 x50 = 200 euto; il
nuovo meccanico € pin costoso del precedente (Cg =
20 euro/ora) e il costo di servigio giornaliero di-
venta 20 x8 = 160 euro. Il costo totale é pertanto
paria 200 + 160 = 360 euro. L'assungione del nuovo
meccanico (anche se piu costoso) porta quindi ad
un risparmio di 653 —360 ~ 293 euro al giorno.

Ma ridurre il tempo di attesa aumentando Cg
non & 'unico modo per diminuire il costo totale del
sistema. Il gestore potrebbe mantenere Cg al livello
pinbasso (Cg = 15 euro/ora), ma aggiungere un se-
condo meccanico, anche se questo aumenta il costo
del servigio a causa della paga da versare al nuovo
assunto. Cio nonostante, questa via puo rivelarsi
pin efficiente. Prima di dimostrarlo, pero, é neces-
sario sottolineare che cambiare il numero di serven-
ti (ossia m) cambia le caratteristiche della coda.
Scriviamo gli indici di prestagione in questo caso:
A =2
=3
m= 2.

1) Il numero medio L di utenti nel sistema

L=1I

2) Ilnumero diutenti L, che rappresenta il numero
di utenti in coda che attende di giungere al
servente per essere serviti

A

Lq=L—F;

3) Il tempo medio W che un utente spende nel
sistema

4) Il tempo medio W, che un utente spende aspet-

q
tando nella coda Lq

_L‘i
W, =75

Apparentemente, sembra che sia cambiato ben po-
co dal caso precedente se non fosse per il punto
esclamativo nella prima equagione. In effetti, per
m > 1la formula per ottenere L ¢ assai complicata
e noi evitiamo di riportarla (mediante Uescamota-
ge del punto esclamativo) sia per evitare di spaven-
tare il lettore, sia perché é inutile (a questo livello)
perdersi in tecnicalita eccessive; quel che per noi
conta é capire come sia possibile migliorare il
rendimento di un sistema di code “giocando” con i
parametri di base.

Torniamo ora a fare i conti in tasca al nostro
gestore:

L = o7

Lq = 0,083
W = o375
W, = o,0415.

(sinoti che abbiamo sostituito il punto esclamativo
con il valore derivante dalla formula per L valida in
questo caso). Fermo restando un costo di attesa
orario di 50 euro, si ottiene un costo di attesa gior-
naliero (8 ore lavorative) pari a 8 x 2 x 0,0415 x 50 =
33 euro. Il costo totale giornaliero del servigio
8x2x15y = 240 euro. Pertanto il costo totale del
sistema € 33 + 240 = 273. Dunque Uassungione di
un secondo meccanico risulta essere Uopgione pin
conveniente (il lettore puo verificare che la conve-
nienga rimarrebbe — anche se assai minore — pure
nel caso in cui il gestore mantenesse il costo Cg =
20 euro/ora).

Annibale D’Ercole si ¢ laureato in Fisica all'Universita di Roma “La Sapienza”. Astronomo associato presso I'INAF - Os-
servatorio di astrofisica e scienza dello spazio di Bologna (0as), si occupa di simulazioni numeriche di idrodinamica, ap-
plicate alle nebulose e al gas interstellare delle galassie. E autore di numerosi articoli divulgativi pubblicati presso questa

e altre riviste.
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